Chapitre 16. Analyse asymptotique

Cadre : Dans tout le chapitre, on regardera des fonctions f : I — R et un pointa € [ U {+oc0} en lequel il est

pertinent de s’intéresser a la limite de f. En pratique, I sera un intervalle (et 2 un point ou une extrémité de I)
ou I sera N (et a = +o0) dans le cas des suites.

1 Equivalence

1.1 Définitions

Définition 1.1. Soit f,g : I — R. On dit que f et g sont équivalentes au voisinage de a et on note
f(x) x:ag(x) ou f ~ g ¢'il existe un voisinage V de a dans I et ji : V — R telle que::

{Vergw>=yuvu>
wx) 2
En pratique, on sera dans 1'un des 2 cas suivants :
* f et g ne s’annulent pas au voisinage de a
* f(a) = g(a) = 0 etil existe un voisinage de a tel que f et g ne s’annulent pas sur V' \ {a}
(On dit que a est un zéro isolé de f et g).
Dans ce cas, la définition devient simplement :

f(x) ~ 8(x) =

Avertissement : En particulier : f(x) ~ 0 signifie que f est nulle au voisinage de a.
- X—a
C’est une assertion que 1'on lit souvent aprés des erreurs de calculs.

Proposition 1.2. ~ est une relation d’équivalence : Soit f,g,h: I =+ R
* Réflexivité : On a f(x) ~ f(x)
- X—a

* Symétrie : Si f ~8 alors g ~ f
* Transitivité : Si f ~get g~h, alors f ~h
- a a a

1.2 Propriétés multiplicatives

.. . g1(x) ~ fi(x)
Proposition 1.3. Soit f1, f2,81,82 : I = R tels que: xX—a

$2(x) ~ fa(x)

X—a

« Alors g192(x) e fifa(x)

. .. 81(x) ~ fx)
* Si g1 et go ne sont pas nulles au voisinage de g, @@ 0 B

* On peut élever un équivalent a une puissance (constante).

Soita € R, ona fi(x)* ~ 81 (x)* (a conditions que ces fonctions soient définis au voisinage de a).
X—a

1.3 Propriétés de I’équivalence

Proposition 1.4. Soit f,g: 1 -+ R

*g{ﬂ@gﬁW)

alors g(x) —

m xX—a
flx) —1
* Sil € R* (ni £o0, ni 0) et tel que x—a alors f(x) ~ g(x)
g(x> E} l X—a



Proposition 1.5. Soit f,g : I — R telles que f(x) x:ﬂg(x)

Alors f et g ont le méme signe au voisinage de a.

Plus précisément : il existe un voisinage V de a dans I tel que, pour tout x € V, f(x) et g(x) ont le méme signe
(< 0,nul, > 0).

2 Négligeabilité et domination

2.1 Définitions

Définition 2.1. Soit f,g: I — R
* On dit que f est négligeable devant g au voisinage de 4, et on note f(x) =

0 (8(x)) (ou f = o(g)) &'il

X—a

existe un voisinage V de a dans I et e(x) - 0
X—a

* On dit que f est dominée par ¢ au voisinage de 4 et on note f(x) = 9

a(g(x)) (ou f = Cu)(g)) s'il existe
X
un voisinage V dea dans I et ¢ : V — R bornée tels que Vx € V, f(x) = c(x)g(x)

Remarque important : Dans les cas usuels, on a

« () = o (8(x) ssi {5 100

x f(x) = X(_)m(g(x)) ssix — % est bornée au voisinage de a

2.2 Opérations

Proposition 2.2. Soit f,g: I —+ R
81 £(x) ~_g(x) alors f(x) = O, (s(x)
« Sif(x) = o (g(x))alors f(x) = O (3(v))
Proposition 2.3. Soit f,g,h: I - R
« Sif(x) = O (3(x)) etg(x) = O (h(x))alors f(x) = O (h(x))

% Si I'une des relations de dominations est remplacée par une relation de négligeabilité, on obtient
f(x) = o (h(x))
Proposition 2.4. Soit f1, f,,g: 1 =+ RetA,u € R
{mm=owm
Si

= o gty TR =2, (50)

Proposition 2.5. Soit f1, f2,81,82: I = R
. [A = 9 @()
£ = 0 (2:x)

Sil'une de deux relations de domination est remplacée par une relation de négligeabilité, on a

ADAE = o (s1(0)5()

Proposition 2.6. Soit ¢ : | — I une fonction telle que ¢(t) 7" ethe JU{too}etf,¢g: 1 =+ R
t—

Alors, si f(x) x:ﬂg(x) ona f(¢(t)) t:bg((l’(t))
Idem avec o ou O.

alors f1(x)fa(x) = xgu(g1(X)gz(x))



2.3 Notations de Landau

On utilisera 9 (g(x)) et O (g(x)) dans des égalités pour designer une fonction non nommée, dont on
X—a X—a
garantit qu’elle est négligeable ou dominée par g(x).

Par exemple, on écrira sin(x) = x — "—63 + 00(x4) pour dire sin(x) = x — ’%ﬁ + fi(x), ot fi(x) = 00(x4)
x— x—
Attention! Cette pratique a des conséquences surprenantes :
« Par exemple, on ne peut pas simplifier o (x) — o (x)
x—0 x—0
Cette expression veut dire f1(x) — fo(x) ot f1(x), fa(x) = oo(x)
X—

On remplacera par un unique o O(x)
x—
* Onsait que x* = o (x3). Onen déduit quesi f1(x) = o (x*)alors fi(x) = o (x).
x—0 x—0

x—0
Dans un calcul :

. x3 4
sin(x) = x — < T xgo(x )
=x— xj + o (#%)

N 6 x—0

On a en fait écrit o O(x4) = o0 O(x3) mais cette égalité n’est pas symétrique :
x— x—

on ne peut pas remplacer K 0(x3 ) par un K 0(x4)
Théoreme 2.7. Soit f,g: [ — R LASSE :
0) f(x) ~ g(x)
(ii) f(x) = g(
(iii) g(x) = f(

x)+ o (g(x))
x)+ o (f(x))
3 Développements limités

3.1 Définition et premieres propriétés
Définition 3.1. Soit f : [ -+ Reta e |
On dit que f admet un développement limité a 'ordrenena: DL, (a) s'il existe ¢y, ..., ¢n € R tels que
f(x)=co+ci(x—a)+ca(x—a)®+..+cn(x—a)" + xgu((x —a)")
(ou f(a+h) =co+crh+coh?® + ...+ c b + hoo(h”) )
—

Proposition 3.2 (Troncature de DL). Soit m < n deux entiers naturels.
Si f admet un DL, (a) : f(a+h) = co + c1th+ ... + c,h" + o(h")
alors elle admet un DLy, (a) : f(a +h) = ¢+ c1h + ... + cih™ + o(h™)

Proposition 3.3. Soit f : I — R admettant un DL, (a) : f(a +h) = co + c1h + ... + c,h" +o(h")
Si ¢, ¢1, ..., cx ne sont pas tous nuls, on note y = min{i € [0,n] | ¢; # 0} etona: f(a+h) o cuht
%

Proposition 3.4. Soit f : [ - Reta €I
* f est continue et a ssi elle admet un DLy (a) (le DL estalors f(a+h) = f(a) +0(1))
 f est dérivable en a ssi elle admet un DL (a) (le DL est alors f(a+h) = f(a) + f'(a)h + o(h) )

Proposition 3.5 (Unicité du DL). Soit f : I — Ret by, ..., by, Cq, ..., cn € R tels que

fla+h)="by+bh+..+bh"+o(h")
=co+cih+ ...+ cyh" +o(h")

Alors Vi € [0,n], b; = ¢;



Corollaire 3.6. Soit f : [ — R admettant un DL, (0) : f(h) = co + c1h + ... + c,h" + o(h™)
* Si f est paire,onacy =c3=..=0

* Si f estimpaire, alorscyp =cp = ... =0

3.2 Lemme de primitivation des DL

Lemme 3.7. Soit f : [ — R dérivableeta € I
On suppose que f" admet un DL, (a) : f'(a +h) = co + c1h + ... + ¢,h" + o(h")
Alors f admet un DL, 1 (a) : f(a+h) = f(a) + coh + cl% + ..+ cn% +o(h" 1)

3.3 Théoreme de Taylor-Young

Rappel : Si f : I — R est n fois dérivable et a € I, il existe un unique polynéme P de R, [X] tel que
vk € [0,n], f%) (a) = P®)(a) est le n-ieme polyndme de Taylor de fena:

n £k (g
kzof k'( )(X—a)k

Théoreme 3.8 (Taylor-Young). Soit f € C"(I) eta € I
Alors

no (k) (g
fo) =Y D e+ o ((x-a))
k=0 :

cad

n (k)
fla+h) = ; f !(”)hk + o (1"

k=0 k

Notamment, f admet un DL, (a)

Théoréme 3.9 (Formulaire). Pour toutn € IN,on a:

%:1+h+h2+...+h”+o(h”)

1—
1 2 _ 13 - ,
H—hzl—thh W+ .+ (=1)"H" +o(h")
(14 )" :1+ah+zx(o¢2'— 1)hzJr oc(oc—13)'(04—2)hs+mJr oc(oc—1)(04—5')...(04—n+1)hn+o<hn>
& L h" ;
In(l+h) =h— "+ = +..+ (=)' +o(h")
arctan(h) —h—£+hj+ +(f1)n£+o(h2n+1)
3 57 2n+1
A LA
h2 h4 th 2n
COSh(h)—1+§+E+...+(zn)!—l—o(h )
im<h)-h+£+£5+ +ﬂ+ (h2n+1)
’ B TIRT ¢ DT
(h)—l——z+h—4+ + (=" L. ()
oS\t = 200 40 0T (2n)! ©
(h) — B 3 p e p2n+1



4 Calculs pratiques

4.1 Somme et produit

On retrouve le DL de cosh :

I h2 th—l Wt "
K2 h2n—1 Wt
—h _ n
Donc X X ) )
et tet h h" o
cosh(h) = 5 1+ o7t ) +o(h™")
Cela marche plus généralement pour les parties paire ( x +— w ) et impaire ( x — M ) d’une
fonction f.

DL3(0) de x +— e sinh(x) :

e* sinh(x) (1 +x+ x; + o(x2)> (x + %3 + o(x3)>

3 3

XX
:x+x2+7+€+0(x3)

2
=x+x22+ §x3+0(x3)

Si un facteur a une valuation > 0, on peut développer l'autre a une précision moindre.

4.2 Composition
On peut facilement composer un DL avec une puissance de x : par exemple, donnons un DL5(0) de
x > sin(x?) cos(x)
sin(x2) cos(x) = (2% +0(x))(1 — = + o(x3))

=x% - %x4 +0(x°)

On peut aussi composer avec des fonction plus compliquées. Donnons un DL, (0) de x + eS"(¥)

(sin(x))?

™Y = 1 4 sin(x) + 5 + o(x?)
=1+ (x+o(x?)) + (x+ cz)(x))z + o(x?)

1
:1+x+§x2+o(x2)



4.3 Quotient

Pas besoin de nouvelle technique : on utilise le DL de u +— ﬁ

DLy4(0) de L
1 1
cos(x) 1+ (cos(x) —1)
2 4 2 2
X X 4 X 5 4
D _x
2+24+0(x )>+< 2+o(x )) +o(x*)
2 h A ]
—1+?—ﬂ+z+o(x)
=1+ Exz + %x4 + o(x4)

DL5(0) de tan

_ sin(x) _ LS 5 x> 5xt 4
tan(x)_ —(X 6+120+0(x) 1+2+24 +O(X)

—x+x73_x73+y_x75+x75+0(x5)
a 2 6 24 12 ' 120

1 2
=x+ §X3 + EXS + o(x5)

Remarque : Selon le programme officiel,

1
tan(x) = x + =x° + o(x%)

3
est a connaitre.
5 Applications
5.1 Limites et équivalents
Déterminons la limite en 0 de —— — &
sin“(x) X
11 x*—sin’(x)
sinz(x) x2 x2 sinz(x)
Or
4
X — sinz(x) =3 + o(x4)
4
_gin? o
x“ — sin”(x) 03
Donc
¥ osint(x) 21

x2 sinz(x) xio@ 3



Donc

2

x? — sin?(x)

1
x2sin?(x) -0 3

Equivalent en 0 de x + (cosh(x))* — (cos(x))*

(cosh(x))* = exp(xIn(cosh(x)))

= exp (x ((x; —|—0(x3)> +0(x3))>

De méme

Donc

(cosh(x))* — (cos(x))* = x> + o(x®)
x:OX

5.2 Etude locale d’une fonction

On rappelle que f : I — R admet un DLy(a) ssi f est continue en a.
DL (a) ssi f est dérivable en a.

Un DL de la forme f(a+h) = f(a) + f'(a)h + Ah¥ + o(h") permet de déterminer la position de f par
rapport a sa tangente :

fla+h) = (f(a) + f'(a)h) ~ AR

h—0

et deux fonctions équivalentes ont localement le méme signe.
Cela montre notamment le résultat suivant :

Proposition 5.1. Soit f € C2(I) eta € I un point intérieur.
* Si f a un minimum local en 4, alors f/(a) =0et f(a) > 0
« Si f'(a) =0et f’(a) > 0, f admet un minimum local en a.



5.3 Asymptotes

On peut calculer des développements asymptotiques plus généraux que des DL.

Donnons un DA a la précision o (x) de x — =

x—0
1 1
2 3
ef—1 x4+ 4L 40(x3)
1 1

X143+ 2 40(x2)
=1 (- (3 wo) (3 rota) o)

Remarque : On peut calculer certains DA quand x — +o0 en passant par la fonction  — f( %)

Considérons x — x21n (+9)

B 111‘1( 1

2\ Toh
——%ma—h)
(152w
=53t 5,0,0)

Donc

Graphiquement, cela dit que la droite d’équation y = x + % est une asymptote du graphe de f et cela donne la
position relative du graphe et de I’asymptote.



